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Introduzione. Uno dei più importanti punti del calcolo elementare è la derivazione 
delle leggi sul moto dei pianeti, che Keplero ha dedotto empiricamente dalla legge 
di gravitazione universale di Newton e dalla sua seconda legge del moto.Comunque, 
la trattazione standard dell’argomento nei libri di calcolo è difettosa per almeno tre 
ragioni che ritengo importanti.
Primo, le leggi di Newton sono usate per derivare un equazione differenziale per il 
vettore spostamento dal Sole ad un pianeta; come la Terra. E’ poi dimostrato che il 
vettore  spostamento  giace  in  un  piano,  e  se  il  punto  di  applicazione  è  traslato 
nell’origine, il punto finale traccia un’ellisse. Questo è detto a conferma della prima 
legge di Keplero, che i pianeti orbitano attorno al Sole in una traiettoria ellittica, e il 
Sole  occupa  uno  dei  fuochi.  Inoltre,  lo  studente  attento  potrebbe  notare  che 
l’identica  discussione  per  il  vettore  spostamento  nella  opposta  direzione 
mostrerebbe che è il  Sole ad orbitare attorno alla Terra in un’ellisse, che si rileva 
molto simile ad un cerchio con la Terra al centro. Questo sembrerebbe supportare la 
reazione della Chiesa alle dichiarazioni di Galileo che la sua visione eliocentrica 
avesse maggior validità della loro geocentrica.
Secondo, collocando il Sole all’origine, si ha l’impressione che o il Sole è fisso, 
oppure si possono scegliere coordinate solidali al corpo in moto, inerziali o no. In 
ogni modo le equazioni di Newton nella loro forma usuale valgono esattamente in 
coordinate inerziali. Inoltre, è un’immediata conseguenza delle leggi di Newton, che 
il centro di gravità di due corpi possa servire da origine di un sistema di coordinate 
inerziali. Si può dunque vedere che sia la Terra che il Sole descrivono traiettorie 
ellittiche, con uno dei fuochi sul centro di gravità delle coppia.
Terzo, considerando solo il vettore spostamento, la trattazione perde l’opportunità 
di presentare uno dei più importanti recenti successi della derivazione delle leggi di 
Keplero  da  Newton:  la  scoperta  di  pianeti  extrasolari  nel  corso  del  decennio 
trascorso,nessuno  dei  quali  è  stato  osservato  direttamente,ma  l’esistenza  e  i 
parametri orbitali sono stati dedotti individuando e analizzando il moto delle stelle 
attorno alle quali orbitano.
Altre  due  considerazioni  rendono  particolarmente  piacevole  il  modo  corretto  di 
trattare l’argomento. Primo, l’attuale trattazione del vettore spostamento potrebbe 
essere lasciata così com’è,  ed è necessaria solo un po’ d’algebra per mostrare che lo 
stesso vettore riferito al centro di gravità è una costante scalare multipla di uno 
riferito al Sole. Secondo, si ricollega ad una emozionante area dell’odierna ricerca 
nell’astronomia dove i metodi del calcolo elementare hanno diretta applicazione.
Il  proposito  di  questo  articolo  è  spiegare  le  piccole  modifiche  alla  trattazione 
standard  delle  leggi  di  Keplero  che  sono  necessarie  per  ottenere  informazioni 
supplementari  e  precise,  e  provvedere  ad  una  guida  per  l’utente  al  sito 
http://exoplanets.org  dove si trova una  lista di tutti i  pianeti  extrasolari scoperti 
finora  costantemente aggiornata.3
Le equazioni di base. Sia r(t) un vettore ( 3-dimensionale) funzione del parametro 
t, e supponiamo che r(t) soddisfi l’equazione differenziale
    r
' ' (t)= c ￿ r(t)/r
3                                                   (1)
dove  c  è  una  costante  positiva  r  è  il  modulo  del  vettore  r.  Allora  le  seguenti 
dichiarazioni occupano, e sono generalmente provate nei libri di calcolo, un capitolo 
che si trova sotto la rubrica generale di “ Leggi di Newton implicano le Leggi di 
Keplero”.
P1   Se r è visto come un vettore posizione il cui punto di applicazione è       
       all’origine, allora il suo punto finale giace su una curva piana che sta o      
lungo un raggio attraverso l’origine, o altrimenti è una sezione conica con 
il  fuoco  all’origine.  In  quest’ultimo  caso,  se  la  curva  soluzione  è 
delimitata, deve essere un ellisse. ( Prima  legge di Keplero).
P2  Il vettore r(t) spazza aree uguali in tempi uguali; cioè in uguali t- intervalli
              (Seconda legge di Keplero)4
P3   Se T è il periodo, il t-intervallo nel quale r(t) percorre l’ellisse una volta ,e 
  se a è il semiasse maggiore dell’ellisse, allora T e a sono legati 




2 ￿ =   (3)
Nel problema a due corpi, ci si può interrogare sul moto determinato dalla forza 
gravitazionale tra di essi , supponendo che si possano trascurare tutte le altre forze, 
incluse quelle dovute ad altri corpi più distanti i cui effetti su questi due sarebbero 
secondari. Supponiamo che i due corpi siano il Sole e la Terra, e sia r il vettore 
spostamento dal Sole alla Terra. Allora, il vettore funzione r(t), dove t è il tempo, 
soddisfa veramente l’equazione (1) per un certo valore della costante c, ma non 
l’equazione che uno trova nei libri di calcolo. In altre parole , se m è la massa della 
Terra , e M è la massa del Sole, allora la forza gravitazionale esercitata da Sole sulla 
Terra è￿GMmr/r
3 dove G è la costante di gravitazione universale. L’affermazione 
fatta poi dalla seconda legge di  Newton che forza uguale massa per accelerazione, 
rende possibile eguagliare la forza gravitazionale con la quantità  mr
' ' (t), così che la 
massa m della Terra si cancella, e si arriva all’equazione (1) con il valore della 
costante c che è c=GM   .Inoltre, se applichiamo lo stesso ragionamento a tutti gli 
altri pianeti che girano intorno al Sole, otteniamo il medesimo valore della costante 
d  nella (2), come affermato dalla terza legge di Keplero.
La  pecca  in  questo  argomento  è  che  per  usare  l’espressione  r
' ' (t)  per 
l’accelerazione,  dobbiamo  servirci  di  un  sistema  di  coordinate  inerziali.  Per 
esempio, se succedesse che il Sole accelerasse esattamente alla stessa velocità della 
Terra in un dato istante, allora l’accelerazione del vettore spostamento r(t) sarebbe 
zero, anche se la forza venisse cambiata. Così l’implicita ipotesi che è stata fatta è 
che il sole sia fisso. Qualcuno potrebbe certamente far notare questa ipotesi in modo 
esplicito, insieme con l’osservazione molto vicina al vero che le conclusioni a cui si 
perviene sono vicine ad essere corrette. Comunque si può fornire un argomento 
convincente che mostri chiaramente perché si possa considerare il Sole fisso, e che 
abbia i vantaggi menzionati nell’introduzione-tutto il lavoro più complicato è già 
stato fatto per provare le proposizioni P1-P3 per la soluzione dell’equazione (1).
d a T =
3 2 /5
L’applicazione  delle  Leggi  di  Newton.  Supponiamo  X  e  Y  denotino  i  vettori 
posizione rispettivamente della Terra e del Sole, in qualche sistema di coordinate 
inerziali. Se m è la massa della Terra, e M è la massa del Sole, allora il centro di 
gravità della coppia C è definito dall’equazione 
                                               ( m M + )C=mX+M Y                                                 (4)
Sia  r=X￿Y  il  vettore  spostamento  dal  Sole  alla  Terra.  Allora  la  legge  della 
gravitazione di Newton dice che la Forza gravitazionale F esercitata dal Sole sulla 
Terra è data da 
                                                       F= ￿GMmr/r
3 (4a)
mentre la seconda legge di Newton afferma che
F=mX
' ' (t)                                                                       
Eguagliando queste due espressioni si ha:
X
' ' (t) = ￿GM r/r
3                                                 (4b)
Esattamente nello stesso modo, la forza gravitazionale della Terra sul Sole è
Y
' ' (t)= Gmr/r
3                                                      (4c)
Dalle equazioni (4b) e (4c) vediamo usando la (4) che C
' ' (t)￿0. Da cui
                                                 C(t)= ta+b                            per vettori costanti a, b
e C(t) può essere usata come origine di un nuovo sistema di coordinate inerziali. 
Segue inoltre sottraendo la (4b) dalla (4c) che
                                            r
' ' (t)= ￿G( m M + )r/r
3                                                   (5)
In  altre  parole,  l’equazione  (1)  valida  per  r(t),  con  la  costante  ( ) m M G c + = . 
Possiamo anche scrivere  ( ) µ + = 1 MG c  dove 
M
m
= µ . Per la coppia terra-sole  µ  è 
approssimativamente uguale a
6 10 2
￿ × . Anche per Giove,  µ  è dell’ordine di 
3 10
￿
tanto  che  usando  il  valore  MG c =   in  (1)  non  ci  dovrebbe  essere  significativi 
cambiamenti  sulla  soluzione.  In  ogni  caso  la  soluzione  dell’equazione  (5)  deve 
soddisfare le 3 proprietà P1-P3 per ogni soluzione dell’equazione (1).6
Poi, siano x=X￿C e y=Y￿C le posizioni dei vettori della Terra e del Sole riferiti al 
loro comune centro di gravità. Allora
mx+M y=0    e     x￿ ￿￿￿y=r
così che
) ( m M + x=M r    e     ) ( m M + y= ￿mr                                (6)
Segue che i vettori x , y e r sono collineari e l’orbita della terra è proprio una 
contrazione  dell’orbita  del  vettore  spostamento  tra  il  Sole  e  la  Terra.  Infatti, 
possiamo scrivere queste equazioni così
          x=r ( ) µ + 1 /     e    y=￿µ r ( ) µ + 1 /
il che implica in particolare che
y µ ￿ = x
Perciò sia la Terra che il Sole descrivono un ellisse con un fuoco sul loro comune 
centro di gravità. Inoltre, entrambe le orbite hanno medesima eccentricità e periodo. 
Ma dato che  µ  è molto piccolo, l’orbita del sole è ugualmente piccola, e quella 
della Terra molto vicina a quella del vettore spostamento r. Questa è la ragione per 
la quale si arriva vicino ad una risposta corretta dicendo che il Sole è fisso, e altresì 
la ragione per la quale né Galileo né la Chiesa erano completamente nel giusto 
affermando che il Sole o la Terra, rispettivamente, fossero fissi, anche se Galileo era 
un po’ più vicino alla verità. Comunque, per quanto sia piccolo il moto del Sole o di 
qualche altra stella ,in conseguenza dell’attrazione del pianeta che ruota attorno ad 
essa,  è proprio quel moto che ha condotto alla conclusione che ci sono molti pianeti 
che  orbitano  attorno  a  stelle,  anche  se  nessuno  dei  pianeti  medesimi  è  stato 
direttamente osservato. Diamo ora uno sguardo più dettagliato a cosa si è osservato 
e a cosa si è dedotto.7
Pianeti extrasolari. E’ proprio l’universalità della legge gravitazionale di Newton 
(4a) che ci dice che le equazioni e le conclusioni derivate per l’interazione fra il 
Sole e la Terra valgono anche per ogni altro sistema composto da una stella e da un 
singolo pianeta che orbita attorno ad essa, dove M e m sono rispettivamente le 
masse della stella e del pianeta. In particolare, il periodo T del pianeta è lo stesso 
del periodo della stella: il tempo che impiega ognuno di loro a completare un’orbita 
attorno  al  loro  comune  centro  di  gravità.  Ma  il  periodo  è  la  cosa più  facile  da 
determinare, in quanto ciò che si individua esattamente è il moto periodico della 
stella. (Almeno in teoria questo è vero; in pratica determinare il periodo da una serie 
finita di osservazioni può rivelarsi complicato). L’altra quantità che gli astronomi 
sono  in  grado  di  stimare  abbastanza  correttamente  è  la  massa  M  della  stella, 
basandosi sul tipo spettrale e luminoso della stella.
La corretta versione della terza legge di Keplero, equazione (2), fa uso della (3) con 
il corretto valore della costante c in (1):  ( ) ( ) µ + = + = 1 GM m M G c , dalla (5). Segue 
che il rapporto 
3 2 a T  non è esattamente lo stesso per tutti i pianeti, ma è molto 
vicino  al  valore  GM
2 4￿ ,  dal  momento  che  il  rapporto  m/M  è,  quasi  per  la 
definizione di pianeta, molto vicino a zero. Come conseguenza, il primo fatto a 
proposito di un pianeta non visibile che possiamo dedurre immediatamente dalla 
conoscenza di M e T è la sua distanza dalla stella- il valore a del semiasse maggiore 
della sua orbita ellittica
                             (7)
La  determinazione  delle  altre  caratteristiche  e  dei  parametri  orbitali  dei  pianeti 
dipende dal metodo usato per osservare il moto della stella. Si può trovare nel punto 
2 una lettura fortemente comprensibile in quanto esiste il background astronomico e 
una  lunga  ricerca  di  pianeti  extrasolari,  e  che  culmina  nel  primo  successo 
confermato  nel  1991;  si  veda  in  particolare  p.  175  e  pp.  218-226,  per  una 
discussione sui relativi vantaggi dei vari  metodi di scoperta. Quasi tutti i nuovi 
pianeti furono scoperti individuando le variazioni della velocità radiale della stella, 
determinate dall’effetto Doppler nel suo spettro. Questi sono quelli elencati nel sito 
web dei pianeti extrasolari.
( )
2 3 2￿ T GM a =8
La  tabella  dei  pianeti  extrasolari.  Una  lista  con  descrizione  di  tutti  i  pianeti 
extrasolari scoperti fin dal 1995 può essere consultata nel sito http://exoplanets.org. 
Questo  sito  può  anche  essere  raggiunto  tramite  l’Universià  della  California  al 
dipartimento  astronomico  di  Berkeley:  http://astron.berkeley.edu/￿gmarcy.  La 
figura 1 mostra alcune delle prime file della tabella.
Ci sono 6 colonne:
1. L’identità delle stelle centrali
2. Una quantità chiamata “ seno” descritta sotto
3. Il periodo T del pianeta in unità di giorni terrestri
4. Il semiasse maggiore a dell’orbita del pianeta, in unità astronomiche AU, 
dove 1 AU è la distanza Terra- Sole
5. L’eccentricità dell’orbita
6. Una quantità “K” descritta sotto, in unità di metri al secondo
                            Figura 1. Masse e Caratteristiche Orbitali dei pianeti extrasolari. Ultimo aggiornamento 13 agosto
                            2000 tramite masse stellari provenienti da Ipparco e  relativa evoluzione stellare.I primi 12 pianeti 





(Mgiove) (d) Axis (AU) (m/s)
1 HD83443 0,35 2,986 0,038 0,08 56,0
2 HD46375 0,25 3,024 0,041 0,02 35,2
3 HD187123 0,54 3,097 0,042 0,01 72,0
4 TauBoo 4,14 3,313 0,047 0,02 474,0
5 BD-103166 0,48 3,487 0,046 0,05 60,6
6 HD75289 0,46 3,508 0,048 0,00 54,0
7 HD209458 0,63 3,524 0,046 0,02 82,0
8 51Peg 0,46 4,231 0,052 0,01 55,2
9 UpsAndb 0,68 4,617 0,059 0,02 70,2
10 HD168746 0,24 6,400 0,066 0,00 28,0
11 HD217107 1,29 7,130 0,072 0,14 139,7
12 HD162020 13,73 8,420 0,072 0,28 1813,0
Il metodo usato per ottenere le informazioni nelle colonne 2-6 di questa tabella è di 
misurare l’effetto doppler per determinare la “ velocità radiale”: il ritmo al quale la 
distanza fra noi e la stella data aumenta o diminuisce nel tempo. Se un pianeta ruota 
attorno a una stella, si dovrebbe avere un periodico cambiamento nel ritmo, eccetto 
che nell’estremo caso in cui il piano dell’orbita sia perpendicolare alla nostra linea 
visiva. Nella nostra discussione presumiamo che i moti della terra relativi al sole
siano  già  stati  tenuti  in  considerazione,  come  pure  ogni  cambiamento  ,a  lungo 
andare regolare, della distanza fra la stella e il sole, che appare come una linea 
mediana per la periodica variazione della velocità radiale dovuta al “ vacillare” 
della stella causato dal pianeta che orbita.9
Nel caso più semplice, di orbita quasi circolare, il pianeta descrive un cerchio di 
raggio  a  alla  velocità  costante  v,  e  la  stella  descrive  un  cerchio  con  velocità 
costante  V , entrambe orbitano con periodo  T . Inoltre   a vT ￿ 2 =  e dal momento 
cheT determina a, dalla terza legge di Keplero (7), abbiamo anche la velocità v del 
pianeta. Poi, dalla (6) concludiamo che  VM vm =  così che possiamo determinare la 
massa  m del pianeta, se conosciamo il valore V . Se il piano dell’orbita contiene la 
nostra linea visiva, allora  V  potrebbe essere semplicemente  la massima velocità 
radiale. In generale se  i denota l’angolo di inclinazione fra la normale al piano 
dell’orbita e la nostra linea visiva della stella, allora la massima velocità radiale 
sarebbe la quantità  i v K sin = , e perciò possiamo dedurre la quantità  v KM i m / sin = . 
Queste due quantità sono date rispettivamente nell’ultima e nelle seconda colonna 
della tabella. In particolare, la seconda colonna “M i sin ”, rappresenta la massa del 
pianeta per il seno dell’angolo di inclinazione della sua orbita, e perciò fornisce la 
massa minima del pianeta. L’unità usata è la massa di Giove.
                  Figura 2. Un esempio di curve di velocità radiale che dimostrano variazioni nella forma 
                                   dovute ai differenti valori dell’eccentricità e dell’orbita e all’orientazione del semiasse 
              maggiore dell’orbita rispetto ala nostra linea visiva. 
Quando l’orbita è veramente ellittica, piuttosto che quasi circolare, allora ogni cosa 
è molto più complicata. In aggiunta all’inclinazione del piano dell’orbita, ci sono 
due  parametri  addizionali:  l’orientazione  dell’ellisse  in  quel  piano  e  il  valore 
dell’eccentricità. Risulta che ,poiché variano questi parametri, la forma della curva 10
che descrive la variazione della velocità radiale rispetto al tempo viene distorta in 
certi  modi  caratteristici  dalla  curva  seno  del  moto  circolare.  La  figura  2  dà  un 
esempio di questo. Si potrebbe fare un’approssimazione migliore nel determinare i 
parametri sconosciuti ( ad eccezione dell’angolo di inclinazione, il seno del quale 
entra nelle formula, ma è lui stesso non ottenibile). Maggiori informazioni su questi 
argomenti possono essere trovate sui links dati al sito web degli esopianeti.
Osservazioni  conclusive.  Può  risultare  un  tantino  schizzinoso  essere  restii 
nell’accettare che il sole sia fisso quando le conclusioni dell’argomento dimostrano 
che è essenzialmente corretto. Comunque, in aggiunta alle motivazioni già illustrate, 
ci sono mole altre considerazioni.
Primo, il problema a due corpi riguarda non solo i pianeti che orbitano attorno a una 
stella, ma anche il moto delle stelle binarie, che in astronomia sono molte e molto 
importanti. In questo caso, sarebbe totalmente scorretto assumere che l’una o l’altra 
sia  fissa,  ma  la  corretta  trattazione  del  moto  Terra-Sole  si  applica  senza 
cambiamenti.
Secondo, questo soggetto fornisce una buona opportunità di dire alcune parole su 
cosa è fisicamente coinvolto nella scelta di un sistema di coordinate. Si è abbastanza 
liberi  di  scegliere  coordinate  convenienti  per  scopi  matematici,  ma  se  stiamo 
trattando un problema in fisica, allora dobbiamo conoscere le conseguenze fisiche. 
In particolare le coordinate inerziali giocano un ruolo di preferenza sia nella fisica 
Newtoniana che nella relatività speciale.
Terzo, benché le considerazioni della teoria generale della relatività vadano ben 
oltre i limiti della nostra discussione, ci sono alcune osservazioni degne di nota. In 
particolare, sebbene ci si sia riferiti in modo piuttosto scherzoso al caso di Galileo e 
della Chiesa, è un fatto noto che poche persone capiscono realmente il problema 
coinvolto, e c’è la tendenza a liquidare l’intero dibattito come irrilevante, sia per 
ragioni fisiche- ciò che infatti noi ora sappiamo è che ogni cosa è in movimento: 
l’intero  sistema  solare  sta  ruotando  attorno  alla  galassia,  l’intera  galassia  si  sta 
muovendo rispetto alle altre galassie, e parlando grossolanamente,” tutti i moti sono 
relativi”—che per ragioni matematiche ,che ci consentono di scegliere coordinate 
nelle quali ogni qualsivoglia cosa è fissa. Tuttavia, c’è almeno un argomento sul 
quale  la  Chiesa  concorda  con  i  Copernicani:  la  questione  che  sia  la  Terra  a 
rivoluzionare attorno al Sole o viceversa dovrebbe poter essere deciso in relazione 
al background della sfera delle stelle fisse. Questo è ciò che, in effetti, accade, ma 
non prima di 100 anni dopo quando divenne possibile misurare la parallasse dovuta 
al moto della terra. Dal punto di vista teoretico, la relatività generale gioca un ruolo 
sempre  crescente  nella  meccanica  celeste,  ma  questo  non  cambia  la  nostra 
discussione in modo significativo. 
Infine, c’è un modo piuttosto fuorviante con il quale molti libri presentano le leggi 
di Keplero e Newton, implicando che sono essenzialmente equivalenti: che le leggi 
di  Keplero  implichino  quelle  di  Newton  e  viceversa.  Ma  nessuna  delle  due 
implicazioni  è  precisa.  E’  vero  che  Newton  usò  le  leggi  di  keplero  nel  suo 
ragionamento, ma il suo punto di partenza fu che ci sarebbero dovute essere delle 
leggi dinamiche coinvolgenti forze che determinano le orbite dei pianeti ( tra le altre 11
cose) e ciò che implicano le leggi di Keplero è che, se uno ha queste leggi, allora 
tali leggi devono essere di una certa forma. In nessun modo le leggi di Keplero 
implicano l’esistenza delle leggi Newtoniane. E  viceversa , come abbiamo visto, le 
leggi di Newton implicano qualcosa che è allo stesso tempo aggiuntivo e diverso 
dalle leggi originali di Keplero.
Ancora una parola sulle unità di misura. Come con le coordinate , si ha larga libertà 
di scelta, ma bisogna fare attenzione  a mantenere la rotta. Nel caso della terza legge 
di Keplero semplificata (7),  la parte destra dell’equazione 
2 2 3 4 / / ￿ GM T a =                                                     (8)
deve essere uguale a 1 quando le unità di misura usate sono anni terrestri per il 
periodo T e unità astronomiche AU per la quantità  a, con M uguale alla massa del 
Sole. Ma allora quando usiamo la stessa unità per un pianeta attorno ad ogni altra 
stella , il lato destro della (8) si riduce semplicemente a M* : la massa della stella 
espressa in unità di masse solari.
Articolo tratto dalla rivista :”American Mathematical Monthly” Novembre 200112
APPENDICE
Richiami di alcune definizioni:
ANNO LUCE : è una delle unità di misura della lunghezza utilizzata in astronomia. Indica la 
distanza percorsa dalla luce nel vuoto in un anno sidereo ed equivale a 9.461 miliardi di km. 
ECCENTRICITA’: è' un parametro che specifica la forma di una sezione conica; è uno degli 
elementi orbitali usati per descrivere un'orbita. In pratica è il valore numerico che indica di quanto 
l'orbita differisce da un'orbita circolare. E' uguale ad 1 per le orbite paraboliche, a 0 per quelle 
circolari. 
PARALLASSE : La distanza delle stelle più vicine (entro 100 anni luce circa) si misura con il 
metodo della parallasse. Per metterlo in pratica si deve misurare due volte la posizione di una 
stella (rispetto alle stelle più deboli e quindi presumibilmente molto più lontane) a distanza di sei 
mesi.  In  questo  periodo  la  Terra  ha  percorso  metà  della  propria  orbita,  e  quindi  la  seconda 
osservazione viene fatta a circa 300 milioni di Km di distanza dalla prima (il raggio dell'orbita 
terrestre è di circa 150 milioni di Km). 
Schema del metodo della parallasse: a gennaio e a luglio si compiono due osservazioni e si osserva la 
posizione apparente della stella rispetto alle stelle di sfondo più lontane (in rosso).
A causa di questo spostamento della Terra, che è il punto d'osservazione, si può constatare una 
modificazione  apparente  della  posizione  della  stella  rispetto  alle  stelle  di  sfondo.  La  misura 
precisa dell'angolo di spostamento (che per definizione è il doppio della parallasse) permette di 
risalire alla distanza della stella. 
PROBLEMA A DUE CORPI è la parte della Meccanica Celeste che si occupa del 
comportamento dinamico di due oggetti puntiformi di masse m1 e m2. Si fa l'ipotesi che il sistema 
considerato sia isolato, cioè che l'unica forza in gioco sia la forza di attrazione gravitazionale.
Il problema dei due corpi descrive sistemi del tipo: stella doppia in cui le componenti siano molto 
distanti tra loro, Sole-asteroide, Sole-cometa, ecc.; ma se vogliamo alte precisioni di calcolo è 
necessario studiare questi sistemi come problema degli n-corpi, ovverosia considerando le 13
interazioni gravitazionali degli altri corpi vicini.
Storicamente il problema dei due corpi fu studiato per primo da Keplero (1571-1630) che dal 
1609 al 1618 formulò le famose tre leggi planetarie; Newton (1742-1727), con la legge di 
gravitazione universale, dette il contributo fondamentale allo studio del problema; Laplace (1749-
1827) e Gauss (1777-1855) studiarono in particolare le orbite dei pianetini attorno al Sole. 
Dato un sistema di riferimento Oxyz, siano m1 e m2 le masse dei due corpi 
Applicando ai due corpi la forza di attrazione gravitazionale e la II legge della dinamica si ha: 
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r  accelerazione del vettore che unisce i due corpi
=
2 k G(m1+m2), G= costante di gravitazione universale
La (1) è l'equazione del moto del sistema dei due corpi; date le posizioni e le velocità iniziali dei 
due corpi sappiamo come evolve il sistema al passare del tempo. 
Supponiamo di voler studiare il problema nel caso in cui i due corpi siano il Sole ed un asteroide 
(o pianetino; i due termini sono sinonimi) e mettiamoci in un sistema di riferimento centrato sul 
Sole: 
Dalla (1) si ricavano gli elementi orbitali dell'asteroide, cioè 6 numeri che descrivono 
completamente ed univocamente la forma geometrica dell'orbita dell'asteroide e la sua velocità di 
percorrenza su tale orbita. Negli almanacchi astronomici vengono forniti gli elementi orbitali, 
perché da essi si possono ricavare le effemeridi dell'asteroide, cioé la sua posizione in cielo in 
qualsiasi giorno ed ora. 14
VELOCITA’ RADIALE : Le velocità radiale e trasversale (o tangenziale), in un moto piano, 
sono le componenti della velocità nella direzione del raggio vettore e nella direzione normale ad 
essa.
In  astronomia,  la  velocità  radiale  è  la  componente  della  velocità  dell'astro  lungo  la  visuale 
osservatore-astro. 
UNITA’ ASTRONOMICA: Per non ricorrere a troppi zeri è stata definita l’Unità Astronomica, 
applicabile però solo all’interno del nostro sistema solare o di eventuali sistemi planetari di altre 
stelle.  L’Unità  Astronomica  (U.A.)  è  quella  distanza  definita  dal  raggio  medio  dell’orbita 
terrestre:  equivale  quindi  a  149.600.000  Km  ,  se  allora  diciamo  che  il  pianeta  Giove  ha  una 
distanza dal Sole di 5 Unità Astronomiche vuol dire che è 5 volte più distante dal Sole rispetto a 
noi, cioé si trova a 748 milioni di Km dal Sole.15
Diamo ora un breve elenco dei metodi di osservazione di pianeti extrasolari
Due sono le possibilità principali: o rivelare i pianeti indirettamente, tramite effetti 
fisici che ne provino l'esistenza, oppure osservarli direttamente con le immagini 
astronomiche.
La rilevazione indiretta. La stella principale di un sistema extrasolare è certamente 
visibile, e l'ipotetico pianeta si può individuare in base agli effetti che provoca sulla 
stella principale. Due sono i principali metodi indiretti: quello astrometrico e quello
spettroscopico; a questi due va aggiunta la fotometria a terra, che sta rivelandosi 
sempre  più  interessante  in  questi  ultimi  anni.  Tutte  queste  tecniche  rivelano  gli 
effetti gravitazionali che la presenza del compagno planetario determina sulla stella, 
in conseguenza del loro moto attorno al comune centro di massa. 
La rilevazione diretta non serve, se non in alcuni casi particolari, per la scoperta 
dei  pianeti  extrasolari  ma,  una  volta  scoperti  con  metodi  indiretti,  permette  di 
studiarne  alcune  caratteristiche  peculiari,  ad  esempio  la  presenza  della  materia 
diffusa intorno alle stelle. 
Entrambi questi metodi hanno, almeno per ora, un grande limite: non sono in grado 
di individuare pianeti extrasolari di tipo terrestre.
Il metodo astrometrico. Questa tecnica si basa sullo studio del moto apparente 
delle stelle proiettato sulla volta celeste. Le stelle più vicine al Sole mostrano, in un 
dato periodo, un moto proprio maggiore delle stelle lontane, che invece appaiono 
immobili  nel  cielo.  La  ricerca  dei  pianeti  extrasolari,  effettuata  mediante 
l'astrometria, richiede una misura accurata della posizione della stella per un lungo 
periodo di tempo così da verificare se il suo moto proprio è lineare o se invece 
presenta delle oscillazioni provocate dalla presenza di eventuali compagni.
 Questa tecnica fornisce risultati ottimali nel caso di sistemi planetari in stelle vicine 
e con pianeti massicci orbitanti lontano dalla stella principale e con orbite di lungo 
periodo. L'estrema difficoltà di queste misure è messa in evidenza ricordando che 
un pianeta di "tipo terrestre" in orbita attorno ad un altro sole richiederebbe, per 
essere rilevato, misure di moto proprio con una precisione di un milionesimo di 
secondo d'arco: ben al di là delle possibilità osservative attuali. 
Il metodo spettroscopico. Le tecniche spettroscopiche sono basate sulle misure 
degli  spostamenti  verso  il  blu  o  verso  il  rosso,  per  effetto  Doppler,  delle  linee 
spettrali, particolarmente intense, osservate nello spettro della stella principale, e 
sono quelle che hanno dato i risultati più interessanti.
La stella, a causa del moto orbitale dell'eventuale pianeta, presenta una variazione di 
















dove: Vr = variazione della velocità radiale in m/s , M* = massa della stella (in unità 
di masse solari), mp = massa del pianeta (in unità di masse solari) P = periodo 
dell'orbita del pianeta in anni ed i = inclinazione dell'orbita del pianeta rispetto al 
piano del cielo. 
Si  tenga  presente  la  differenza  nella  misura  delle  velocità  radiali  per  i  pianeti 
extrasolari. Infatti, mentre per lo spostamento verso il rosso delle galassie lontane il 
valore di Vr è osservato in km/s, nel caso di oggetti planetari la misura è molto più 
difficile in quanto limitata a poche decine di m/s! 
La spettroscopia delle righe delle stelle fornisce, tramite l'effetto Doppler, il valore 






dove  ￿ ￿  è il valore dello spostamento delle righe dello spettro causato dal moto del 
pianeta  (rispetto alla  lunghezza di onda a  riposo),  e  c la velocità della  luce  Lo 
spostamento Doppler si ricava dalle osservazioni, anche se è necessario "ripulirlo" 
dagli  effetti  di  turbolenza  dell'atmosfera  della  stella.  Questo  richiede  un  buon 
modello  delle  atmosfere  stellari  in  modo  da  calcolare,  e  poi  sottrarre,  questa 
componente dall'effetto totale. Il periodo dell'orbita P si ricava dall'andamento della 
curva di variazione della velocità radiale nel tempo, per cui il valore che si ricava 
dalla formula 1, è il prodotto tra la massa del pianeta ed il seno dell'inclinazione 
(mp sin i). Attenzione: si ricava direttamente la massa del pianeta, solo nel fortunato 
caso in cui il piano dell'orbita del pianeta attorno alla stella sia perpendicolare al 
piano del cielo! Da qui l'incertezza sui valori della massa del candidato pianeta.